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Exercice : suites et calcul matriciel

Soient(u,), (v,) et (w,) les trois suites définies sIN par leur premier terme :
U =1, v,=0  w,=0,
et les relations de récurrence :
Uns =3un ~Vn +Wn
Vg =Up + 2Vn

Wy =V, W, .

u, 3-1 1
Pour tout entier natureh, on pose :X,, =| v, |, et on noteA la matricef 1 2 0].

w, 0 1 1

1. a) Reconnaitre, pour tout entier naturelle produit AX, .
b) En déduire I'expression di,, en fonction des matrices, X, et de I'entier natureh.

2. a) Démontrer queA admet une seule valeur propre.
b) Déterminer le sous-espace vectoriel propreAdassocié a I'unique valeur propre.
La matrice A est-elle diagonalisable ?



3. Onnotef 'endomorphisme deP® canoniquement associéAy c’est-a-dire tel queA soit la matrice de
f dans la base canoniqi: de P2,
a) Déterminer une basg], €,, €;) de P*telle que la matricel de f dans cette base vérifie :
2 10
T=|0 2 1|,
0 0 2
et que les vecteurg, €,, € aient respectivement pour troisi€me composante-1lget 2.

On notera dorénaval ' la base(e;, e;,¢€; )
b) A l'aide de la formule du bindme de Newton et @el€composition suivante de

2 0 0/ |0 10
T=(0 2 0|+/0 0 1},
0O 0 2/ |0 0O

déterminer I'expression de la matrit€ en fonction de I'entier naturei.

4. Soit P la matrice de passage de la base canonijuela bas® .

a) Exprimer A en fonction deT, P et P™, puis A" en fonction des mémes matrices et de I'entier
naturel n.

b) Calculer P™* (les calculs devront figurer sur la copie).
c) Déterminer les expressions dg, v,, W, en fonction de I'entier nature.

Probléme : probabilités

Dans tout I'exercice, les variables aléatoires si@éfinies sur un méme espace probabi(@T ,B. )

[. Préliminaires

Dans cette partid. , A désigne un réel strictement positif.
1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentidbeparameétrel .

a) Déterminer la fonction x— B{X >x )(appeléefonction de surviede X).

b) Pour tous nombres réels strictement positiiss et y, calculer la probabilité conditionnelle
Fé’a( >y (X >Xx+y) ; justifier alors que, sX modélise la durée de vie d’un phénomene, ondése
ce dernier qu’il est « sans vieillissement ».

2. Soit (X,)» Une suite de variables aléatoires indépendargeséane loi exponentielle de parametre

n
Pour tout entier natureh non nul, on pose S, =z Xy -
k=1
a) Déterminer I'espérance et la variance$je
b) Démontrer par récurrence que, pour toutdeN*, la variable aléatoireS, admet pour densité la

fonction f, :
0sit<O,
t— AN
(n=1!

e't" sit>0.




Pour cela, on admettra que, & et V sont des variables aléatoires indépendantes tairhet
respectivement pour densité les fonctioRys et f, , alors la variable aléatoird +V admet pour

densité la fonction f,,, définie surP par :

fuw =] 15 (0 fy - x)dx.

II. Loi de Pareto (Vilfredo Pareto (1848-1923), sociologue et économiste italien)

Soient a et b des réels strictement positifs. Par définitiamdit d’une variable aléatoire qu’elle suit la loi
de Pareto de paramétreset b si elle admet pour densité la fonctibrdéfinie surP par :

0 sit<b,

f)=1 b2

a sit=b.

ta+1
Soit alors X une variable aléatoire de loi de Pareto de parasetret b.

1. Vérifier que I'égalité :J‘_mf (t)dt = 1 est bien satisfaite ; calculer I'espérance atadance deX, en
précisant a quelles conditions chacune de ces itggmpkiste.
2. Déterminer la fonction de répartition d& Préciser la fonction de surviexi» (X > x) .

3. Démontrer que, pour tout régl positif ou nul, la probabilité conditionnel®g ., (X >x+y tgnd

vers 1 quandx tend vers e. De facon analogue a la questidnl. b), que peut-on dire d’'un
phénoméne dont la durée de vie est modéliséeXpar

4. On pose dans cette questiory:= In%.

Démontrer qué& suit une loi exponentielle dont on préciseradeametre.

lll. Estimation des parametres d’'une loi de Pareto

Les instants aléatoires des arriveées de paquetsb(dgs binaires représentant de l'information deety
audio, vidéo, données, ...) dans un canal de commtimic sont modélisés par une variable aléatofre
suivant une loi de Pareto de parameteegt 5 (a >0, > 0).

Soit (X,)»; Une suite deariables aléatoires indépendantes, toutes de riidmee X.

1. On suppose tout d’'abord que le paraméife fait partie des caractéristiques connues du cdaal
communication ; on se propose de déterminegstimateur dea par une méthode dite « du maximum
de vraisemblance ». Pour cela,désignant un entier naturel non nubgf..., x,, des réels supérieurs ou

€gaux ag, on introduit la fonctionL, a valeurs dan® et définie sur]0, + o [par :

L (a) = f,(x) XX fa(xn)=f| (%),
=1

Osit<pg,

ou f, estla fonction définie suP par: f,(t)=7 g2

a sit=g.

parl
a) ExprimerL (a), puisIn(L (a)).
b) On considére la fonctio® de ]0, + o [ dansP

n
a>nin(a) +naln() - (a+1) > In(x,).
k=1
i) Démontrer que la fonctiogp admet un maximum, atteint en un seul réel quedateraw.
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i) Exprimer w en fonction dex,, ..., X,
iii) Que peut-on dire dev pour la fonction.  ?

. n
c) On pose dorénavant, pour tontde N*: W, =————— .

X
In 2k
Ry

(La suite(W,),., est appeléeestimateur du maximum de vraisemblajhce

nooX
i) Justifier que la variable aléatoirEIn—k admet pour densité la fonctiofi, définie dans

k=1
I. 2. b) en prenantA =¢ .

A s L A . na
ii) A l'aide du théoreme de transfert, en déduire §ue admet pour esperance—1 lorsque
n_
n=2, puis proposer un estimateur sans biaisxdeonstruit sutv,, .

d) On pose, pour touh de N*: W, =n—_1Wn.
n

i) Soit n un entier supérieur ou égal & 3.

. (n-Da? . ,
En admettant que le moment d’ordre 2 Vil est égal a(—) calculer la variance dé/,
puis établir, & 'aide de l'inégalité de Bienayméh€bychev, que pour tout réel strictement
_at
£2(n-2)
i) On suppose dans cette question (et elle seule)gest strictement compris entre 1 et 2.

positif, on a I'inégalité : W, —e<a<W, +¢&)=1-

Déterminer un entier naturelN tel que, pour tout entiern supérieur ou égal aN,

[Wr; —%,Wr; +%J soit un intervalle de confiance du paramétee au niveau de

confiance 0,95.

2. On suppose maintenant que seul le paramétrest déja identifié et qu'il vérifie o > .2

n
a) Pour tout entier strictement positif, on pose Y, =c, z X, , ou le réel c, est choisi de sorte que
k=1
(Y,) > SOIt un estimateur sans biais ffe

i) Calculerc,.

i) Quelle est la limite de la variance d¢ quand n tend vers é ? (On dit que I'estimateur est
convergent.)

b) Pour tout entier strictement positif, on pose :Z, =min(X,,..., X, )

i) Determiner la fonction de répartition d&,, puis reconnaitre sa loi et préciser son espérance
Quelle est la limite de cette derniere quandend vers+co ?

ii) Pour tout entier strictement positif, on pose :Z, =d, Z,, ou le réeld, est choisi de telle
sorte que(Z;,) -, SOit un estimateur sans biais fe
Quelle est la limite de la variance @& quandn tend vers ¢ ?

iif) Démontrer que l'estimateuZ,,),., est plus efficace que I'estimate(it,) ., , c’est-a-dire, qu'a
partir d'un certain rang, la variance d¢ est inférieure a celle dé,.
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