Lycée Dominique Villars Correction
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Devoir surveillé n° 6 - CORRECTION

Vous étes invités a soigner la présentation de votre copie, a mettre en évidence les principauz résultats, a respecter
les notations de ’énoncé, et a donner des démonstrations complétes et concises de vos affirmations.

Exercice 1 - sujet concours 1995

5 -1 -1
Soit la matrice A= [2 2 —1]. On note f, 'endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice A.
2 —1 2

1. Afin de déterminer les valeurs propres de la matrice A , nous allons chercher les valeurs de A telles que la
matrice A — A\I3 ne soit pas inversible. Utilisons pour cela l'algorithme de Gauss.

5-X2 -1 -1
A-Xz=| 2 2-)x -1
2 —1 2=
2 -1 2-2A
2 2—-X -1 Ly < L
5-\2 -1 -1
2 -1 2-2)\ Ly+— Ly— Iy
0 3—X A—3
0 3—X PO\ Ly «— 2Ly — (5— ALy
avec PA) = —2—2-X)(5-XN)=-2—(10=7TA+ 212 = -\ 47\ —12.
2 -1 2-2)
0 3—X A-=3 L3<——L3—L2
0 0 QM
avec
QN =PAN)—(A=3)==A24+7A-12-X1+3 = X2 4+61—-9=—(\—3)?

Ccl : Les valeurs propres de A sont les valeurs de A telles que :

3—-2=0 ouU —(A=3)2=0

Ainsi | la seule valeur propre de A est la valeur 3|

2. La valeur 0 n’étant valeur propre de A, la matrice A est inversible.

3. La matrice A ne possédant qu’une seule valeur propre 3, si A devait étre diagonalisable alors il existerait
une matrice inversible P telle que :

3 0
A=P|0 3 P! = P3L,P-1=3I;
0 0

w O O

Ccl : Or étant donné que A neq3ls, cett hypothese doit étre rejetée et ainsi | A n’est pas diagonalisable |.

2 -1 -1
4. On pose la matrice B=A—-3I3=12 —1 —1] oul3=.
2 -1 -1

a) On observe que B? = 03. Il vient alors que pour tout entier n > 2, B® = 03. La matrice B est
(a) q que p ;
nilpotente d’ordre 2.



(b) Soit un entier n > 2. Etant donné que A = B + 313 et que les matrices B et 3I3 commutent, nous

pouvons appliquer la formule du binéme de Newton :

n

A" = (B+3L)" =Y (Z) BF3I;)"k = 21: (Z) BF(31;)"

k=0 k=0
3 0 0 2 -1 -1
= (BL)"+n3" !Bl = 3";+3"!'B = [0 3" 0]+n3"'|2 -1 -1
0o 0 3" 2 -1 -1
3" 4 2n3""t  —p3nt —n3"!
= 2n3"~t  3n —p3nt 3!
2n3" 1 —n3""t 3" —p3n!
5. On définit les vecteurs v = (1,2,0) et v = (1,1, 1).
(a) On observe que
1 3 1
Al2] = [6] = 32
0 0 0
ainsi | f(u) = 3u| De méme, on a
1 3 1
Al1] = 3] =31
1 3 1

ainsi | f(v) = 3v |

Si une telle valeur a existe alors, d’aprés la derniére colonne de la matrice T, le vecteur w = (1,1, a)
est tel que f(w) = 3w + v ce qui signifie que :

1 1 1
All] =3x (1] + |1
a a 1
autrement dit a est solution du systeme :
4—a = 4 a = 0
4—a = 4 = a = 0 = a=0
1+2a = 3a+1 —a = 0

Ainsi la seule valeur possible pour a est a = 0.

Vérifions désormais que dans ce cas la famille (u,v,w) forme bien une base de R? en s’assurrant que
cette famille est libre. En effet, si au + bv 4+ cw = (0,0, 0) alors

a+b+c = 0

a(1,2,0) +b(1,1,1) + ¢(1,1,0) = (0,0,0) <= 2a+b+c = 0

b =0
a+c = 0 a = 0 a = 0
<= 2a+c = 0 <— 204+c = 0 <= c = 0
b =0 b =0 b = 0

Ccl : Lorsque , la famille (u,v, (1,1,0)) est une famille libre de 3 vecteurs de R?, donc une base
de R3 dans laquelle la matrice est T car d’aprés ce qui précede f(u) = 3u , f(v) = 3v et

f((1,1,0)) = 3(1,1,0) + v

D’apres la formule de changement de base, on a A = PTP~! avec P, matrice de changement de base
de la base canonique vers la base (u,v, (1,1,0)), soit :

111
P=(2 11
010



6. On définit alors 'application ¢ par : pour tout M € M3(R),

(a)

o(M) =AM + MA

L’application ¢ transforme bien une matrice M € M3(R) en une matrice AM + M A appartenant elle
aussi & M3(R). De plus, si M et N sont deux éléments de M3(R) et A\ est un réel quelconque, on
observe que :

e(AM +N) = AMM+N)+(AM +N)A = ANM + AN + A\MA+ NA
= MAM + MA)+ AN + NA
= A\p(M) + ¢(N)

Ccl : L’application ¢ est donc bien un endomorphisme de ’espace vectoriel M3(R).

Soit une matrice M € M3(R) et M’ = P"'MP. On a alors M = PM'P~! et puisque A = PTP~!, il
vient que :

p(M) = 03 AM+MA=03 <«  PTP'PM'P'+PM'P'PTP " =
PTM'P'+ PM'TP™! =03

P (PTM'P~' + PM'TP™') P =P 03P

PT'PTM'PT'P + P'PM'TP™'P =04

TM' + M'T = 03

03

rreny

Ccl : Ainsi, rechercher les matrices M dans le noyau de ¢ se ramene a rechercher les matrices M’ telles
que TM' + M'T = 03.

a b c
(¢) Soit M'=|d e f] telleque TM'+ M'T = 03 alors
g h i
a b c 3 00 3 00 a b c
d e f 03 1|+ (0 3 1 d e f] = 03
g h i 0 0 3 0 0 3 g h i
3a 3b b+ 3c 3a 3b 3c
— [3d 3e e+3f> + |3d+g 3e+h 3f+i] = 03
3g 3h h+3i 3g 3h 3i
6a =0 a = 0
6b =0 b =0
b+ 6¢ =0 c =0
6d+g = 0 g =0
= h+6e = 0 — h =0
6f+e+i = 0 i = 0
6g = 0 d = 0
6h =0 e = 0
. 6i+h = 0 f =20

(e)

Cecl : ’La seule matrice M’ vérifiant M'T + T M’ = 03 est la matrice nulle 0s.

D’apres ce qui précede, si M € Ker(p) alors M’ = P~ M P est telle que M'T+TM' = 03 donc M’ = 03
ce qui entraine que P~1M P = 03 et ainsi que M = 03. Ceci démontre que le noyau de ’'endomorphisme
© est réduit a I’élément neutre :

Ker(p) = {03}

Ccl :Cela implique (conséquence du théroeme du rang) que ¢ est injective et surjective donc bijective.
Ainsi, nous venons de justifier que ¢ est un automorphisme de M3(R).

En utilisant une méthode analogue a celle nous ayant permis d’étudier Ker(p), nous pouvons étudier
Ker(p — X -id) lorsque A est un parametre réel.

En effet, le réel A est valeur propre de ¢ si seulement si Ker(p — Aid) # {03}. Ainsi, nous allons
chercher les valeurs de A pour lesquelles il existe des matrices non nulles M, telles que :

AM + MA =\M
Or si M/ = P~1MP alors
AM + MA = \M

= TM' + M'T = \M'



Soit A € R.

a b ¢
Notons M' = |d e f ] telleque TM' + M'T = AM’ alors
g h i
a b c 3 00 3 00 a b c a b ¢
d e f 03 1]+ (0 31 d e f| =Ald e f
g h 1 0 0 3 0 0 3 g h 1 g h i
3a 3b b+ 3c 3c a b c
— 3d 3e e+ 3f 3d+g 3e+h 3f+i| = AX|d e f
3g 3h h+3i 3i g h i
=0
(6 )\)b =0
b+(6—-XNec = 0
6-Nd+g = 0
= h+(6-Xe = 0
6-Nf+e+i = 0
(6 -y = 0
(6 —A)h =0
Si A # 6] alors 6 — X\ # 0 et ainsi
(a = 0
b = 0
c =0
g = 0
TM'+M'T =AM’ = h = 0 = M' =03
t = 0
d = 0
e =0
L/ =0
Donc la seule matrice vérifiant (M) = AM est la matrice nulle.
Si A\ # 6] alors
b =0
/ / / g =0
TM + M'T =AM — h o= 0
e+i = 0
1 0 1
Ainsi par exemple la matrice M/ = (3 —1 2| vérifie TM' + M'T = 6M’ et alors la matrice
0 0 1
M = PM'P~! est non nulle et vérifie (M) = 6M.
Ccl : La seule valeur propre de I’endomorphisme ¢ est la valeur 6.
Exercice 2 - d’apres EDHEC 2010
On considere les fonctions f définie sur R par :
1 0 siz < 0
x
f(z) = G(z) =< +ax si z € 0,2]
ex—l
1
g TS 1 s 2>2
: . , . 1
1. (a) La fonction f est continue sur | — oo; 1[ en tant que composée des fonctions x — x — 1 et u — —€* ; et

sur |1; +oo[ en tant que quotients de fonctions continues sur cet intervalle. Ainsi f est continue sur R*.



De plus, la fonction f est également positive ou nulle sur R.
Enfin, on observe que :

/+oo () 1 1 1 +oo 1
ft dt = / —e dt+/ — dt
. e 2 . 3
et—1 1 11°
- agr—noo [ 2 ] + bEE—noo [_2#]
a

1

TR (U B I
= im - = im [ ——= -
a——00 2 2 b—+o0 2b2 2

ccl : ‘La fonction f est donc bien une densité de probabilité. ‘

(b) Afin que la fonction G soit continue sur R, il faut qu’elle soit continue au point 2 et ainsi que :

lim G(z) = lim G(z) = G(2)

T2~ z—2+

Or lim, ,o- G(z) = G(2) = v2a et lim,_,o+ G(z) = 1. Ainsi, le réel a est tel que :

1
vV2a=1 = 2a =1 <= a= 3
On observe alors que la fonction G est également continue en tout point de | — oo; 0], de |0,2[ et de

]2,400] en tant que fonction constante ou composée de fonctions continues. De plus, on remarque
également que G est continue en ( car :

lim G(z) = 0= G(0) lim G(z) = lim §= = G(0)

z—0~ z—07t z—0t

1
Ccl : | Lorsque a = 3 la fonction GG est continue sur R.

2. On considere des variables aléatoires X et Y définies sur un espace probabilisé (€2, .4, P) et telles que :
e la variable X admet f comme densité. On note F'x la fonction de répartition de X ;
e la variable Y a pour fonction de répartition la fonction G.

(a) Le support de la variable X est R.

Siz <1 alors | — oo;x] C| — 00, 1] et ainsi
¢ Tl 1,a]"
Fx(z) = . f(t)dt = /_OO 3¢ dt = all)r_noo |:2€ }a
1 _
= lim <1e$_1— 16“_1] = il
a——oo \ 2 2
a
Six > 1 alors | — oco; x| =] — 00, 1] U [1, 2] et ainsi
T 1 1 r
Fx(z) = f(t)dt = / —etldt + / - dt
. 2 Lt

22 222 222




1 1
=5 et PY <) =G) =

(b) Ona P(X <1)= Fy(1)=1—

DN | =
Sl
[\

1 1
Or puisque V2 < 2, il vient que — > — et ainsi que

V272
P(Y <1)>P(X >1)

1
(¢) Nous avons vu que lorsquea = 3 la fonction GG, qui est la fonction de répartition de la variable Y, est

une fonction continue sur R. De plus, cette fonction est également de classe C! sur R — {0;2} en tant
que fonction constante sur | — 0o; 0] et sur ]2; +00[ et en tant que composée de fonctions de classe C*
sur 10, 2].
Ccl : Nous déduisons donc que la variable Y est variable continue. Une densité de Y est alors une
fonction g telle que g(t) = G'(t) pour tout t € R — {0, 2} soit (par exemple) :

1

——— s t€]0,2
2V/2t 10,21

0 s t¢]0,2[

g(t) =

3. La variable Y possede une espérance et une variance si et seulement si les intégrales fjooj tg(t) dt et

4.

fj;o t2g(t) dt sont toutes deux absolument convergentes. Or, on remarque que :

“+o00 2 1 “+o00o ) 22 1
tlg(t) dt = t X dt t t) dt = t° X dt
/Oougu /0 N /Ooug() /0 N

Les fonctions ¢t — t x

1 1
et t — t2 x
2V/2t 2v/2t

continuité en 0. Il vient donc que ces deux intégrales sont convergentes et ainsi que Y possede une espérance
et une variance.

sont toutes deux continues sur |0, 2] et prolongeables par

On a alors
—+00 2 1 1 2\[
EY) = tg(t) dt = tX ——dt = —— t dt
) /_oo 9(t) /o 2V/2t 2\/5/0
1 2 1°? 1 2
E(Y :7—15\/1; = —— X =X 2\[—0
) 2\/5[3 ]0 2v2 3 < )
2
EY) = =
) = :
De méme,
9 +002 22 1 1 2\/»
E(Y = t t) dt = t° X dt = —— tVt dt
¥ /_oo 9(1) /o 21/2t 2\/5/0
1 ]2 2 1 2
E(Y?) = tWi] = —— xZx(22V2-0
¥ 2 2[5 0 2v/2 5 ( )
4
E(Y?) = -
() = -
Et ainsi )
4 2 4 4 36 — 20 16
VIY)=EY?) - (EY)’,=-—-(2) = 2 -2 = - 0
(¥) (V%) = (EX)) 5 (3) 5 9 45 45
.. 2 16
Ccl : On conclut ainsi que E(X):§ et V(Y):ZS.

(a) Soit un réel a < 1, nous cherchons a calculer 'intégrale :

1
/ xe® 1 dx
a

Appliquons la formule d’intégration par partie avec

u(z) == v (z) = et



et ainsi
u'(z) =1 v(z) ="t

Les fonctions u et v étant de classe C! sur [a, 1], il vient que :

1 1
_ _171 _
/ ze® ldx = [wez 1]a — / et dx
a a

_ _ _171 _ _ _
— aea1_1X€11_[6m 1] — qe® 1_1_(6a 1—61 1)
a
— aeafl_l _eafl_i_l — aeafl . eafl
On déduit alors que
1 1
ze® Ydr = lim ze®* Ydr = lim (aea_l — ea_l) =0
oo a——oo J, a——00

car d’apres les croissances comparées limy_,_o UeV = 0.

1
Ccl : On a donc bien démontré que f xeldr =0

—0o0
+oo
(b) La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si 'intégrale [ [¢]f(¢) dt est convergente.
—o0
Or
+oo 0 +o00o
[rwa = [orwa+ [ e a
—00 —00 0

0 1

1 1 +oo g

= —z/xex_l dx + 2/xe”_1dx + /1 ;ﬁ
—00 0

0
Le calcul de la question précédente permet de justifier que I'intégrale [ ze® 1 dx est impropre en —oo

—0oQ
1
mais convergente. De plus, 'intégrale [ xe® ! dx n’est pas une intégrale impropre car x — ze® ! est
0
dx
cotinue sur 'intervalle [0, 1]. Enfin, I'intégrale ffroo — est une intégrale de Riemann convergente.
x
“+o0o
Ces remarques permettent de conclure & la convergence de l'intégrale [ [t|f(t) et ainsi & lexistence
— 0o
de 'espérance de la variable X.
On a ainsi :
+o00 1
B(X) /tf(t)dt ! / gy 4 /Md‘r
= = xre X Y
2 1 ZL'2
—o0 —00
1 bd 11°
= -x0+ lim [ Z = lim |-
2 N btoo | Ty

Ccl : La variable aléatoire X possede une espérance et | E(X) = 1|

5. On pose Z = VY et on admet que Z est une variable aléatoire, elle aussi définie sur espace probabilisé
(©, A, P). On note Fz sa fonction de répartition.

(a) Etant donné que Y (Q) = [0,2], nous déduisons que | Z(Q2) = [0,v2]| En effet si z € [0,2] alors
Va € [0,v2].
(b) Des lors que Z(w) = [0, /2], nous savons que :

Fz(r) =
1 si x>+2



Sixe [0,@,01&&:

Fz(X)=P(Z<z) = PWY <z) = P(Y <2?) = Fy(2?) = G(a?)

Or puisque 22 € [0, 2] lorsque = € [0, /2], on déduit que :

FZ(IE):\/? = %

Cecl : Ainsi, on obtient que :
0 st z <0

Fy(z) = \% si ze[0,v2

1 si x>V2

(c) On remarque que la fonction de répartition de la variable Z correspond a la fonction de répartition de
la loi uniforme sur l'intervalle [0;1/2]. Ainsi, la variable Z suit la loi uniforme sur [0; v/2].

(d) D’apres les formules du cours, on obtient que

_ V240 V2 1

EA="%"=% = nx
et
—_N\2
V(Z):(\[MO) :122:1
1 1
@:OnaE(Z):EetV(Z)zé.

6. Simulation informatique de la loi de Y.

(a) Si U suit la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1] alors la variable V' = 2U? a pour support 1’ensemble [0, 2]
car pour si u € [0,1] alors u? € [0,1] et ainsi 2u® € [0, 2].
Pour tout réel z € [0,2], on a

Fy(z) = P(V<z) = PQU*<7) = p(U2<g) _ P<U< ;‘) _ FU< .72[;)

Or étant donné que z € [0,2], alors 5 € [0,1] et \/g € [0,1]. Puisque pour tout ¢ € [0,1], Fy(t) =t, il
vient que :
x

Fy(x) = 5= G(z) = Fy(x)

Ccl : Les fonctions de répartition des variables V' et Y coincidant sur [0,2] comme en dehors de cet
intervalle, il vient que Z et Y suivent la méme loi de probabilité.

(b) n=input("entrer le nombre de simulations & effectuer")
u=grand( 1, n, "unf", 0, 1)
y = 2%xu.”2
disp( mean(y) )
histplot(y,10)

Exercice 3 - 3 pts

Partie A.

On donne : 0,69 < 1n2 < 0, 70.
On considere I'application g définie sur |0, +oo[ par :

g(2)=2*+Inz

1. Montrer que I’équation g (z) = 0, d’inconnue x € |0; +o00], admet une solution et une seule.
Dans la suite de I'exercice, on note a 'unique solution de cette équation.

1
2. Montrer que « 6]2, 1[



Partie B.
On considere I'application F' définie sur R x R par
F(zr,y)=xz¢e¢'4+y Inzx

1. Montrer que F est de classe C! sur R*% x R et calculer les dérivées partielles premieres de F' en tout point
(x,y) de RY x R.

2. Montrer que la fonction F' admet comme unique point critique le point de coordonnées (a, In()).

3. La fonction F' admet elle un extremum local au point (o, In(«))?

Exercice 4 - 6pts

On désigne par n un entier naturel non nul et on note f, la fonction définie sur R par

fo(x) =nx —e*

1. (a) Montrer que f, est dérivable sur R et calculer sa dérivée f/.

(b) Etudier les variations de f,, sur R et justifier que I’équation
fu(z) =0
d’inconnue x € R admet une solution unique, notée u,,.
(c) Justifier que pour tout entier naturel non nul

1
0<u, < —
n

(d) Montrer que la suite (uy,)nen converge vers la valeur 0.
(e) Justifier ’égalité u,, = %, puis déterminer un équivalent simple de w, lorsque n tend vers +oo.

On considere maintenant et dans toute la suite deux fonctions notées g et h définies par :
g(z,y) = 2e7 4 32% — 2zy + 1>
h(z) = 2e% + 222

2. (a) Justifier que g est de classe C? sur R2.
(b) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de g.

(c) Montrer que le seul point critique de g est le point M = (ug, u2) ou le réel us est 'unique solution de
I'équation 2z — e~ = 0, vue au 1.(b).

o,

Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de g.

Montrer que g présente en M un minimum local et déterminer sa valeur en fonction de wuo.

(d)
(e)
3. (a) Montrer que V(z,y) € R?, g(z,y) > h(z)
(b)
()

Etudier les variations de h et montrer que h présente en z = us un minimum global.

En déduire que le minimum local présenté en M est aussi un minimum global pour g.

Exercice 5 - d’apres HEC 2000 voie T

1. cours

2. On suppose que la durée d’utilisation, en années, d’un pneu de vélo neuf, avant qu’il ne créve, est une
variable aléatoire, notée X, suivant la loi exponentielle de parametre a > 0.

(a) Pour tout réel ¢ > 0,

PX>t)=1-P(X<t)=1-Fx(t)=1—(1-e*) = &



(b) Soit t et s, deux réels strictement positifs.
Sachant qu’au bout de t années d’utilisation, le pneu n’a pas crevé, la probabilité qu’il ne créve pas

au cours des s années suivantes correspond a la probabilité conditionnelle : | P x4 (X >t + s)|.

Or

P((X > t) n (X >t+ 8) P(X >t+ 8) e—a(t—i-s) —a(t+s)+at —as
Fosp(X > 1+s) = P(X > 1) T P(x>t) | ea € o =

@ On remarque notamment que cette probabilité est égale & P(X > s) !! La loi exponentielle est
dite loi sans vieillissement.

(c) Etant donné que X suit une loi continue, on a pour tout réel t : P(X <t)=1— P (X >1t). Ainsi

1 1
PX<p=PX2p=5 = PEA2p=;
D’apres ce qui précede
1 1 In2
> = — —ap = — — = — = —
P(X >p) 5 — e 5 = ap =In <2> — 7 .

In2
Ccl : La valeur cherchée est y = n—, qui est la médiane de la loi de X.
a

On considére un vélo muni de deux pneus neufs et on note X; la variable aléatoire représentant la durée
d’utilisation, jusqu’a sa premiere crevaison, du pneu avant et, de méme, on note X la variable aléatoire
représentant la durée d’utilisation du pneu arriere jusqu’a sa premiere crevaison.

On suppose que les variables X; et X suivent la méme loi que X et que, pour tout couple (X7, X2) de réels,

les événements (X7 < 1) et (X2 < x9) sont indépendants.

3. On note T la variable aléatoire égale a la durée d’utilisation du vélo avant que I’'un ou 'autre des deux pneus
ne creve.

(a) Ona: (T'>t)= (X1 >t)N (X2 >1).
(b) On remarque que T(€2) = [0; +00[ dont pour tout réel t < 0, on a Fp(t) = 0.
Pour tout réel t > 0, 'indépendance des variables X; et Xs permet alors d’obtenir que :

Pr<t) = 1-PT>t)=1-P(Xi>t)N(Xa>1t)) = 1—P(X; >1t)P(Xy > 1)
- 1— efat % efat - 1— €f2at
Ccl : On observe que
0 si t<0
Fr(t) =

1—e 20t g t>0

(c¢) Lavariable T" ayant la fonction de répartition d’une variable exponentielle de parameétre 2a nous pouvons
déduire que T suit donc la loi exponentielle de parametre 2a. Il vient alors que :

1 1 1
= — T = — =
oa V(T)

E(T) (2a)? 4a2

4. On suppose que le prix d’achat du vélo est égal & Cyy euros (ou Cy est un réel strictement positif) et que sa
valeur marchande est une fonction C qui évolue au cours du temps, exprimé en années, suivant la formule :

C (t) = Cyexp (—at)

(a) La fonction C' est dérivable sur Ry en tant que composée de la fonction ¢ — —at et de la fonction
u — Cpe*. Pour tout t > 0,
C'(t) = —aCoe™™ < 0

Ainsi, la fonction C' est décroissante sur [0, +o0o[. On observe que C(0) = Cp et que 1tlier C(t)=0.
—+00
(b) Soit Y la variable aléatoire désignant la valeur marchande du vélo quand, pour la premiére fois, un de
ses pneus creve.

i. D’apres I’énoncé Y est la valeur marchande du vélo a l'instant T', instant de premiere crevaison
d’un pneu, donc

Y = CO(T) = Cyexp(—aT) = Coe T



il.

iii.

iv.

Etant donné le tableau de variations de la fonction C, la variable Y prend nécessairement une

valeur dans l'intervalle [0, Cp]. Ainsi, automatiquement il vient que :

0 s2 =<0
P(Y <z)=
1 si >C)

Il nous reste a travailler sur le cas ou z €]0, Cy]. Dans ce cas, on a :

Gz) = P(Y <z)=P(Coe T <z) = P <eaT <2 ) =P <—aT <In <

\60
- P T>_—1]n x
o “a Co

Remarquons que puisque 0 < z < Cp, on a C’i €]0, 1] et ainsi In (é) < 0 donc
0 0

-1 T
SCIEL
Or puisque T suit la loi exponentielle de parametre 2a, il vient que pour tout u > 0,
P(T>u)=1-P(T <u)=1—(1—e %) =2
Nous pouvons donc déduir que pour tout z €]0, Cp],
e Zu(E) (@) () :
Gay=e @ \C) — ¢ \G) =, \\C) ) _ (9”)
0

Ccl : La fonction de répartition de la variable Y est donnée par :

G(y)=0 si y<0
2
G(y)=<y) si 0<y<Co
Co
Gy) =1 i Co<y

La fonction G est continue sur R et de classe C' sur R — {0,2}. Une densité g de la variable Y est

donnée sur R — {0, 2} par

0 six<0
/ 2 .
g(x) =G (z) =1 3 51 x €]0, Co|

Co

0 St z = Cy
2x
= ' €10, C

Ccl : 11 vient que la fonction g définie par g(z) = Cg st z €] of

0 sinon

probabilité de la variable Y
e Calcul de I’espérance de Y.

On a
400 Co 92 9 Co
EY) = / xg(x)dx:/ xxzda::2/ 2% dx
0o 0 C’0 CO 0

9 [231¢° 9 O3 20,
BEY) = = |=— 0 - 24
&) %hh 2 3 " 3

e Calcul de la variance de Y.
LE moment d’ordre 2 de la variable Y est

+oo Co 292 2 [0
E(YQ) = / :rzg(x) dr = / T X — dr = / 23 dx
0 0

. 2 2
2 241 2 b 2
LT S

Il vient des lors que :

V(Y) = BY?) — (B)? = S — <200>2 _ 2 (1_4> _ G

est une densité de



. , . R Co .
v. En supposant que le cotit de la réparation d’un pneu, quand il creve, est de — euros, ce colit sera

supérieur ou égal au dixieme de la valeur marchande du vélo quand le premier de ses pneus creve
si et seulement si

Cy | Y
- 2 R
50 7 10
soit des que

Ccl : Ainsi la probabilité cherchée vaut :

=
/N
~
N
| Q
SN—
I
@
/N
=] Q
N—
I
Qe
I
[\]
ot



